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CAPITOLO 4
Spazi (di Lebesgue) Lp(Ω)
4.1 Definizioneeproprieta` elementari degli spaziLp(Ω)
Definizione4.1.1. SiaΩ sottoinsieme aperto connesso non vuoto diRN . Definiamo
L1(Ω) :=
{
u; u : Ω→ Rmisurabile,
∫
Ω
|u(x)| dLN (x) < +∞
}
,
e per p ∈ R, 1 < p < +∞
Lp(Ω) :=
{
u; u : Ω→ Rmisurabile, |u|p ∈ L1(Ω)} ,
inoltre, per 1 ≤ p < +∞, poniamo
‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p = ‖u‖p,Ω :=
(∫
Ω
|u(x)|p dLN (x)
) 1
p
;
definiamo
L∞(Ω) :=
{
u; u : Ω→ Rmisurabile, ∃c ∈ R+ : |u(x)| ≤ c per q.o. x ∈ Ω} ,
(funzioni essenzialmente limitate)
e poniamo
‖u‖L∞(Ω) = ‖u‖∞ = ‖u‖∞,Ω := inf
{
c ∈ R+; |u(x)| ≤ c per q.o. x ∈ Ω}
(sup. essenziale di u).
Si precisa che gli elementi degli spaziLp(Ω) (1 ≤ p ≤ +∞) sono classi di equivalenza
di funzioni, due funzioni della stessa classe di equivalenza differendo in un insieme
di misura (di Lebesgue) nulla.
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Osservazione 4.1.2. Se u ∈ L∞(Ω) allora |u(x)| ≤ ‖u‖∞ per q.o. x ∈ Ω.
Dimostrazione. Esiste (cn) ⊂ R+ tale che
cn −−−−−→
n→+∞
‖u‖∞
e per ogni n ∈ N esisteEn misurabile, |En| = 0, tale che
|u(x)| ≤ cn ∀x ∈ Ω \ En.
Posto
E :=
⋃
n∈N
En,
risulta
|E| = 0
e
|u(x)| ≤ cn ∀x ∈ Ω \ E, ∀n ∈ N.
Passando al limite per n→ +∞ si ha pertanto
|u(x)| ≤ ‖u‖∞ ∀x ∈ Ω \ E, |E| = 0.
Osservazione 4.1.3. L∞(Ω) e` uno spazio vettoriale, inoltre
(1) ‖u‖∞ ≥ 0;
(2) ‖u‖∞ = 0 ⇐⇒ u = 0 q.o. in Ω;
(3) ‖λu‖∞ = |λ| ‖u‖∞ ∀λ ∈ R;
(4) ‖u+ v‖∞ ≤ ‖u‖∞ + ‖v‖∞ ∀u, v ∈ L∞(Ω).
Dimostrazione. Per provare la (4) osserviamo che
|u(x) + v(x)| ≤ |u(x)| + |v(x)| ≤ ‖u‖∞ + ‖v‖∞ per q.o. x ∈ Ω ,
da cui segue la tesi.
Quindi (L∞(Ω), ‖ · ‖∞) e` uno spazio normato.
Teorema 4.1.4. (Teorema di completezza)
(L∞(Ω), ‖ · ‖∞) e` di Banach.
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Dimostrazione. Sia (un) ⊂ L∞(Ω) di Cauchy rispetto a ‖ · ‖∞. Allora
∀ k ∈ N ∃νk ∈ N : ∀n,m > νk ‖un − um‖∞ < 1
k
.
Allora ∀ k ∈ N ∃ νk ∈ N ∃Ek misurabile con |Ek| = 0 tale che
∀n,m > νk |un(x)− um(x)| < 1
k
∀x ∈ Ω \Ek ;
posto
E :=
⋃
k∈N
Ek,
si ha
|E| = 0
ed inoltre
∀n,m > νk |un(x)− um(x)| < 1
k
∀x ∈ Ω \ E.
Poiche´ R e` completo
un(x) −−−−−→
n→+∞ u(x) ∈ R ∀x ∈ Ω \ E.
Resta cosı` definita una funzione umisurabile (limite di funzioni misurabili). Osser-
vato che
|u(x)| ≤ |un(x)− u(x)|+ |un(x)| ∀x ∈ Ω \E
si riconosce che u ∈ L∞(Ω). Inoltre, poiche´
∀n,m > νk |un(x) − um(x)| < 1
k
∀x ∈ Ω \ E,
si ha, passando al limite perm→ +∞,
‖un − u‖∞ < 1
k
∀n > νk
e quindi
un −−−−−→
n→+∞ u in (L
∞(Ω), ‖ · ‖∞) .
Pertanto (L∞(Ω), ‖ · ‖∞) e` di Banach.
4.2 Disuguaglianza di Ho¨lder
Definizione 4.2.1. Siano p ∈ R, 1 ≤ p ≤ +∞ e p′ ∈ R tali che
1
p
+
1
p′
= 1.
p, p′ si chiamano esponenti coniugati.
Ad esempio l’esponente coniugato di p = 2, 1,+∞ sara`, rispettivamente, p′ =
2,+∞, 1.
70 Introduzione alle Equazioni a Derivate Parziali Lineari
Teorema 4.2.2. (Disuguaglianza di Young)
Sia p ∈ R, 1 < p < +∞. Risulta
|a · b| ≤ 1
p
|a|p + 1
p′
|b|p′ ∀ a, b ∈ R ,
dove p′ e` l’esponente coniugato di p.
Dimostrazione. Se a = 0 o b = 0 la disuguaglianza e` ovvia. Se a e b ∈ R \ {0}, dalla
concavita` della funzione log si ha
log
(
1
p
|a|p + 1
p′
|b|p′
)
≥ 1
p
log |a|p + 1
p′
log |b|p′ = log |ab|
e passando all’esponenziale in base e, si ha la tesi.
Teorema 4.2.3. (Disuguaglianza di Ho¨lder)
Sia p ∈ R, 1 ≤ p ≤ +∞; u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lp′(Ω). Risulta
u · v ∈ L1(Ω) ∧ ‖u · v‖1 ≤ ‖u‖p · ‖v‖p′ .
Dimostrazione. Se p = 1 o p = +∞ la tesi e` banale. Infatti se p = 1 allora p′ = +∞ e∫
Ω
|u · v| dLN (x) ≤ ‖v‖∞
∫
Ω
|u| dLN (x) = ‖v‖∞ ‖u‖1 .
Resta da provare la tesi per 1 < p < +∞.
Dalla disuguaglianza di Young si ha
|u(x)v(x)| ≤ 1
p
|u(x)|p + 1
p′
|v(x)|p′ per q.o. x ∈ Ω ,
da cui segue∫
Ω
|u(x) · v(x)| dLN (x) ≤ 1
p
∫
Ω
|u(x)|p dLN (x) + 1
p′
∫
Ω
|v(x)|p′ dLN (x)
=
1
p
‖u‖pp +
1
p′
‖v‖p′p′ < +∞
e pertanto u · v ∈ L1(Ω) e
‖u · v‖1 ≤
1
p
‖u‖pp +
1
p′
‖v‖p′p′ .
Allora preso λu con λ > 0, si ha
‖λu · v‖1 ≤
1
p
‖λu‖pp +
1
p′
‖v‖p′p′ ,
da cui
λ ‖u · v‖1 ≤
λp
p
‖u‖pp +
1
p′
‖v‖p′p′
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e quindi
‖u · v‖1 ≤
λp−1
p
‖u‖pp +
1
λp′
‖v‖p′p′ .
Sia
F (λ) :=
λp−1
p
‖u‖pp +
1
λp′
‖v‖p′p′ (λ > 0).
Osservato che da
F ′(λ) =
(p− 1)
p
λp−2 ‖u‖pp −
1
λ2p′
‖v‖p′p′ = 0 ,
ovvero da
p′(p− 1)λp ‖u‖pp − p ‖v‖p
′
p′ = 0 ,
si ha
λp =
‖v‖p′p′
‖u‖pp
,
e quindi
λ =
‖v‖
p′
p
p′
‖u‖p
,
con questa scelta di λ > 0 si ha
‖u · v‖1 ≤
1
p
‖v‖p′
‖u‖p−1p
‖u‖pp +
1
p′
‖u‖p
‖v‖
p′
p
p′
‖v‖p′p′
=
1
p
‖v‖p′ ‖u‖p +
1
p′
‖u‖p ‖v‖p′
= ‖u‖p ‖v‖p′ .
Osservazione. In alternativa alla precedente dimostrazione, osservato che se u = 0
oppure v = 0 q.o. in Ω la disuguaglianza di Ho¨lder e` ovvia, si applichi la disugua-
glianza di Young con a =
|u|
‖u‖p
e b =
|v|
‖v‖p′
.
Osservazione 4.2.4. Lp(Ω) e` uno spazio vettoriale (reale).
Dimostrazione. Per p = 1 e` immediata;
per 1 < p < +∞ basta osservare che la funzione x 7→ |x|p e` convessa e quindi∣∣∣∣u+ v2
∣∣∣∣p ≤ 12 (|u|p + |v|p)
pertanto
|u+ v|p ≤ 2p−1 (|u|p + |v|p) .
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Teorema 4.2.5. (Disuguaglianza di Minkowski)
Siano u, v ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞. Allora
‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p .
Dimostrazione. Abbiamo gia` trattato il caso p = +∞. Inoltre il caso p = 1 e` facile
da verificare.
Consideriamo dunque 1 < p < +∞. Si ha
‖u+ v‖pp =
∫
Ω
|u+ v|p dLN (x) =
∫
Ω
|u+ v|p−1 · |u+ v| dLN (x)
≤
∫
Ω
|u+ v|p−1|u| dLN(x) +
∫
Ω
|u+ v|p−1|v| dLN (x)
≤ ‖u‖p
(∫
Ω
|u+ v|(p−1)p′ dLN (x)
) 1
p′
+ ‖v‖p
(∫
Ω
|u+ v|(p−1)p′ dLN (x)
) 1
p′
=
(
‖u‖p + ‖v‖p
)
‖u+ v‖
p
p′
p ,
dove si e` applicata la disuguaglianza di Ho¨lder a
|u+ v|p−1 ∈ L pp−1 (Ω) = Lp′(Ω) e u, v ∈ Lp(Ω).
Pertanto
‖u+ v‖p = ‖u+ v‖
p− p
p′
p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p .
Osservazione 4.2.6. Si riconosce facilmente che
‖u‖p =
(∫
Ω
|u(x)|p dLN (x)
) 1
p
e` una norma, tenuto conto anche della disuguaglianza di Minkowski.
4.3 Immersione continua Ls(Ω) →֒ Lr(Ω)
Proposizione 4.3.1. Se |Ω| < +∞, per ogni 1 ≤ r < s ≤ +∞ si ha
Ls(Ω) →֒ Lr(Ω) (immersione continua di Ls(Ω) in Lr(Ω))
e
‖u‖r ≤ |Ω|
1
r
− 1
s ‖u‖s ∀u ∈ Ls(Ω)
(la topologia di Ls(Ω) e` piu` forte di quella di Lr(Ω)).
Dimostrazione. Sia u ∈ Ls(Ω), allora |u|r ∈ L sr (Ω) e
‖u‖rr =
∫
Ω
|u(x)|r dLN (x) =
∫
Ω
1 · |u(x)|r dLN (x)
≤
(∫
Ω
dLN (x)
)1− r
s
(∫
Ω
|u(x)|r sr dLN (x)
) r
s
= |Ω|1− rs ‖u‖rs
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e quindi
‖u‖r ≤ |Ω|
1
r
− 1
s ‖u‖s .
Osservazione 4.3.2. Nella proposizione precedente l’ipotesi |Ω| < +∞ non puo`
essere eliminata. Infatti siaN = 1 e Ω =]1,+∞[; poiche´
∫ +∞
1
1
xs
dL 1(x)

diverge per s = 1
converge per s > 1
si ha
1
x
/∈ L1(]1,+∞[)
ma
∀ s > 1 1
xs
∈ L1(]1,+∞[) , ovvero 1
x
∈ Ls(]1,+∞[) .
4.4 Disuguaglianza di interpolazione
Teorema 4.4.1. (Disuguaglianza di interpolazione)
Sia Ω ⊂ RN aperto connesso, u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), 1 ≤ p < q ≤ +∞. Allora
u ∈ Lr(Ω) ∀ r ∈ R, p ≤ r ≤ q
ed inoltre
‖u‖r ≤ ‖u‖αp · ‖u‖1−αq
dove α ∈ [0, 1] e` tale che 1
r
=
α
p
+
1− α
q
.
Dimostrazione. Sia α ∈ [0, 1] ed r ∈ R tale che 1
r
=
α
p
+
1− α
q
. Si ha
‖u‖rr =
∫
Ω
|u(x)|r dLN (x) =
∫
Ω
|u(x)|αr |u(x)|(1−α)r dLN (x).
Osservato che
u ∈ Lp(Ω) =⇒ |u|αr ∈ L pαr (Ω)
u ∈ Lq(Ω) =⇒ |u|(1−α)r ∈ L q(1−α)r (Ω)
e che
αr
p
+
(1− α)r
q
= 1 si ha, per la disuguaglianza di Ho¨lder,
∫
Ω
|u(x)|αr |u(x)|(1−α)r dLN (x)
≤
(∫
Ω
|u(x)|αr· pαr dLN (x)
)αr
p
·
(∫
Ω
|u(x)|(1−α)r· q(1−α)r LN (x)
) (1−α)r
q
= ‖u‖αrp · ‖u‖(1−α)rq
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ed elevando ad
1
r
si ha la disuguaglianza di interpolazione, dalla quale si deduce
anche che u ∈ Lr(Ω).
Proposizione 4.4.2. Sia 0 < |Ω| < +∞, u ∈ L∞(Ω); allora
u ∈ Lr(Ω) ∀ r ≥ 1
e si ha
∃ lim
r→+∞
‖u‖r = ‖u‖∞.
Dimostrazione. Dall’immersione continua
‖u‖r ≤ |Ω|
1
r ‖u‖∞
si ha
lim sup
r→+∞
‖u‖r ≤ ‖u‖∞.
Inoltre, per le proprieta` del sup essenziale, poiche´
‖u‖∞ = min
{
c ∈ R+; |u(x)| ≤ c q.o. in Ω} ,
risulta
∀ ε > 0 ∃Bε (misurabile) contenuto in Ω, 0 < |Bε| < +∞ :
|u(x)| ≥ ‖u‖∞ − ε ∀x ∈ Bε ,
quindi
|u(x)|r ≥ (‖u‖∞ − ε)r ∀x ∈ Bε
da cui ∫
Ω
|u(x)|r dLN (x) ≥
∫
Bε
|u(x)|r dLN (x) ≥ |Bε| (‖u‖∞ − ε)r
pertanto
‖u‖r ≥ |Bε|
1
r (‖u‖∞ − ε)
e quindi
lim inf
r→+∞
‖u‖r ≥ ‖u‖∞ − ε.
Pertanto si ha
‖u‖∞ − ε ≤ lim inf
r→+∞
‖u‖r ≤ lim sup
r→+∞
‖u‖r ≤ ‖u‖∞ ∀ ε > 0
e quindi la tesi.
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4.5 Teorema di completezza di Fisher-Riesz
Teorema 4.5.1. (Teorema di Fisher-Riesz)
∀ 1 ≤ p < +∞
(
Lp(Ω), ‖·‖p
)
e` di Banach.
Dimostrazione. Sia 1 ≤ p < +∞, (un) di Cauchy in ‖·‖p, cioe`
∀ ε > 0 ∃νε ∈ N ∀n,m ≥ νε ‖um − un‖p < ε.
Allora esiste (unj ) ⊂ Lp(Ω) estratta da (un) tale che∥∥unj+1 − unj∥∥p < 12j , j = 1, 2, . . . .
Sia
vm(x) =
m∑
j=1
∣∣unj+1(x) − unj(x)∣∣ , m = 1, 2, . . . .
Allora
‖vm‖p ≤
m∑
j=1
∥∥unj+1 − unj∥∥p < 1, m = 1, 2, . . . .
Posto
v(x) = lim
m→+∞
vm(x),
che puo` essere infinito per qualche x, si ha per il lemma di Fatou∫
Ω
|v(x)|p dLN (x) ≤ lim inf
m→+∞
∫
Ω
|vm(x)|p dLN (x) ≤ 1.
Pertanto v(x) < +∞ per q.o. x ∈ Ω e la serie
un1(x) +
+∞∑
j=1
(
unj+1(x) − unj (x)
)
converge ad un limite u(x) q.o. in Ω. Poiche´ la serie precedente e` telescopica si ha
lim
m→+∞
unm(x) = u(x) q.o. in Ω. (4.1)
Quindi per il lemma di Fatou∫
Ω
|u(x)− un(x)|p dLN (x) =
∫
Ω
lim
j→+∞
∣∣unj (x) − un(x)∣∣p dLN (x)
≤ lim inf
j→+∞
∫
Ω
∣∣unj(x) − un(x)∣∣p dLN (x)
≤ εp ∀n ≥ νε.
Per cui
u = (u− un) + un ∈ Lp(Ω) (n ≥ νε)
e
‖u− un‖p → 0 per n→ +∞.
Da cui la completezza di Lp(Ω).
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Dalla dimostrazione del teorema precedente (vedi (4.1)) si deduce il seguente
risultato
Corollario 4.5.2. Da ogni successione di Cauchy in Lp(Ω) si puo` estrarre una succes-
sione convergente q.o. in Ω.
